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Quelques résultats sur le groupe des tresses

Dé�nition :

Pour n ≥ 2, le groupe des tresses à n brins Bn est le groupe engendré par n− 1 générateurs

σ1, · · · , σn−1 soumis aux relations suivantes, appelées relations de tresses :

∀(i, j) ∈ {1, · · ·n− 1},

 |i− j| = 1 ⇒ σiσjσi = σjσiσj

|i− j| > 1 ⇒ σiσj = σjσi .
(1)

On notera Sn le groupe symétrique d'indice n.

1 Quelques considérations générales

1. On note si la transposition (i, i+1) Sn. Montrer que les transpositions véri�ent les relations

de tresses.

2. A-t-on Bn = Sn?

Corrigé :

Non, car il faudrait imposer s2i = 1..

3. On dé�nit l'application projection π.

π : Bn → Sn (2)

σi 7→ π(σi) = si .

a. Justi�er le fait que π est un morphisme.
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Corrigé :

Comme les générateurs de Bn satisfont au relation de tresses, il est clair que π est bien dé�ni

et que π est un morphisme.

b. π est-il bijectif ?

Corrigé :

Non car ∀i, π(s2i ) = e.

c. En utilisant π, montrer que Bn est non commutatif pour n ≥ 3.

Corrigé :

Si Bn est commutatif, alors σ1σ2 = σ2σ1 et par morphisme s1s2 = π(σ1)π(σ2) = π(σ2)π(σ1) =

s2s1 ce qui est impossible.

4. Donner un sous-groupe monogène trivial de Bn. Que peut-on conclure sur le cardinal de

Bn?

Corrigé :

Pour tout σi distinct de l'identité, l'ensemble des puissance de σi est un sous-groupe (voir

cours), appelé sous-groupe de Bn engendré par σi. Il est clairement d'ordre in�ni, et donc Bn
est lui-même de cardinal in�ni.
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2 Centre de Bn

5. Quel est le centre de B2?

Corrigé :

Par dé�nition B2 est engendré par un seul générateur σ1. B2 est donc un groupe monogène,

donc abélien. Son centre est donc B2 tout entier.

Pour n ≥ 2, on note

θn = (σ1σ2 · · ·σn−1)n . (3)

6. a. Montrer que θ3 appartient au centre de B3.

Corrigé :

On a θ3 = σ1σ2σ1σ2σ1σ2. D'une part,

σ1θ3 = σ1(σ1σ2σ1σ2σ1σ2) = σ1(σ1σ2σ1)(σ2σ1σ2) = σ1(σ2σ1σ2)(σ1σ2σ1) = θ3σ1 ,

et d'autre part

σ2θ3 = σ2(σ1σ2σ1σ2σ1σ2) = (σ2σ1σ2)(σ1σ2σ1)σ2 = (σ1σ2σ1)(σ2σ1σ2) = θ3σ2 .

b. On pose A = σ1σ2. Etudier le commutateur de σ1 et σ2 avec les puissances successives de

A.

Corrigé :

σ2A = σ2σ1σ2 = σ1σ2σ1 = Aσ1 et σ1A
2 = σ1σ1σ2σ1σ2 = σ1σ2σ1σ2σ2 = A2σ2. Les autres

commutations se déduisent de la question précédente.

c. Montrer que θ3 engendre le centre de B3.
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Corrigé :

Tout élément de B3 est un mot formé à partir de σ1 et σ2. On se convainc alors du résultat

par inspection, en utilisant la question précédente.

7. Dans cette question on souhaite montrer que θn = (σ1σ2 · · ·σn−1)n appartient au centre

de Bn. On pose An = σ1σ2 · · ·σn−1.

a. Montrer que

∀i tel que i > 1, σiAn = Anσi−1 . (4)

Corrigé :

σiAn = σi(σ1σ2 · · · σi−2σi−1σiσi+1σi+2 · · ·σn−1)

= σ1σ2 · · · σi−2(σiσi−1σi)σi+1σi+2 · · ·σn−1

= σ1σ2 · · · σi−2(σi−1σiσi−1)σi+1σi+2 · · ·σn−1

= σ1σ2 · · · σi−2σi−1σiσi+1σi+2 · · · σn−1σi−1 = Anσi−1 .

b. Montrer que

∀n tel que n− 1 < i, Anσi = σi+1An . (5)

Corrigé :
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Anσi = (σ1σ2 · · ·σi−1σiσi+1σi+2 · · ·σn−1)σi (6)

= σ1σ2 · · ·σi−1(σiσi+1σi)σi+2 · · ·σn−1 (7)

= σ1σ2 · · ·σi−1(σi+1σiσi+1)σi+2 · · ·σn−1 (8)

= σi+1σ1σ2 · · ·σi−1σiσi+1σi+2 · · · σn−1 = σi+1An . (9)

c. Montrer que

σ1A
2
n = A2σn−1 . (10)

Corrigé :

En utilisant de façon répétée la relation (5) on obtient

A2
n = Aσ1σ2 · · ·σn−2σn−1

= σ2Aσ2 · · ·σn−2σn−1

= σ2σ3Aσ3 · · ·σn−2σn−1

· · ·

= σ2σ3 · · ·σn−2Aσn−1

et donc

σ1A
2
n = A2

nσn−1 .

d. En utilisant les résultats précédents, montrer �nalement que

∀i tel que 1 ≤ i ≤ n− 1 , σiθn = θnσi , (11)

et conclure.

Corrigé :
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D'une part, d'après (4),

σiA
i−1
n = Ai−1

n σ1

et d'autre part, d'après (5),

An−1−i
n σi = σn−1A

n−1−i
n

donc

σiθn = σiA
n
n = σiA

i−1
n An+1−i

n = Ai−1σ1A
2
nA

n−1−i
n

= Ai−1A2
nσn−1A

n−1−i
n = An

nσi = θnσi

ce qui montre que θn est dans le centre de Bn.

3 Actions de groupe, représentations

8. Action de groupe

Soit G un groupe et X l'ensemble des n−tuples d'éléments de G dont le produit est égal à

l'identité de G.

Montrer que Bn agit sur X de la façon suivante :

σi(x1, · · · , xi−1, xi, xi+1, · · · , xn) = (x1, ·, xi−1, xi+1, x
−1
i+1xixi+1, xi+2, · · · , xn) (12)

Corrigé :

On remarque tout d'abord que cette action préserve le fait que le produit des n termes soit

égal à 1. Il su�t alors de véri�er que les relations de tresses sont préservées par cette action :

1) si |i− j| ≥ 1, sans perte de généralité on peut supposer que i− j ≥ 1,

σj(σi(x1, · · · , xj−1, xj, xj+1, · · · , xi−1, xi, xi+1, · · · , xn))

= σj(x1, · · · , xj−1, xj, xj+1, · · · , xi−1, xi+1, x
−1
i+1xixi+1, xi+2, · · · , xn)

= (x1, · · · , xj+1, x
−1
j+1xjxj+1, · · · xi−1, xi+1, x

−1
i+1xixi+1, xi+2, · · · , xn)
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et

σi(σj(x1, · · · , xj−1, xj, xj+1, · · · , xi−1, xi, xi+1, · · · , xn))

= σi(x1, · · · , xj−1, xj+1, x
−1
j+1xjxj+1, xj+2, · · · , xn)

= (x1, · · · , xj−1, xj+1, x
−1
j+1xjxj+1, xj+2, · · · , xi−1, xi+1, x

−1
i+1xixi+1, xi+2, · · · , xn)

ce qui montre que

σj(σi(x1, · · · , xn)) = σi(σj(x1, · · · , xn))

en accord avec la relation σiσj = σjσi .

De même,

σi+1(σi(σi+1(x1, · · · , xn)))

= σi+1(σi(x1, · · · , xi, xi+2, x
−1
i+2xi+1xi+2, xi+3, · · · , xn))

= σi+1(x1, · · · , xi−1, xi+2, x
−1
i+2xixi+2, x

−1
i+2xi+1xi+2, xi+3, · · · , xn)

= (x1, · · · , xi−1, xi+2, x
−1
i+2xi+1xi+2, x

−1
i+2x

−1
i+1xi+2x

−1
i+2xixi+2x

−1
i+2xi+1xi+2, xi+3, · · · , xn)

= (x1, · · · , xi−1, xi+2, x
−1
i+2xi+1xi+2, x

−1
i+2x

−1
i+1xixi+1xi+2, xi+3, · · · , xn)

et

σi(σi+1(σi(x1, · · · , xn)))

= σi(σi+1(x1, · · · , xi−1, xi+1, x
−1
i+1xixi+1, xi+2, · · · , xn))

= σi(x1, · · · , xi−1, xi+1, xi+2, x
−1
i+2x

−1
i+1xixi+1xi+2, xi+3, · · · , xn)

= (x1, · · · , xi−1, xi+2, x
−1
i+2xi+1xi+2, x

−1
i+2x

−1
i+1xixi+1xi+2, xi+3, · · · , xn)

ce qui montre que

σi+1(σi(σi+1(x1, · · · , xn))) = σi(σi+1(σi(x1, · · · , xn)))

en accord avec la relation σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 .

9. Représentation de Burau (1936)

Soit R un anneau commutatif (c'est un groupe pour l'addition, muni d'une multiplication

commutative, associative, distributive par rapport à l'addition, et possédant un élément
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neutre). On note R[t, t−1] l'anneau des polynômes de Laurent à coe�cients dans R. C'est

une généralisation de la notion de polynôme, ses éléments étant de la forme

p(x) =
∑
k∈Z

akt
k (13)

où les coe�cients ak sont l'anneau R, et le nombre de coe�cients ak non nuls est �ni. Comme

l'anneau usuel R[t] des polynômes à coe�cients dans R, on montre facilement que R[t, t−1]

possède une structure d'anneau. Dans la suite, on considérera l'anneau Λ = Z[t, t−1] des

polynômes de Laurent à coe�cients dans Z.

Nous allons maintenant étudier la représentation de Burau de Bn sur l'espace Aut(Λn)

des automorphismes de Λn, i.e. de Bn sur les matrices n× n à coe�cients dans Λ.

On introduit la matrice

Ui =


Ii−1 0 0 0

0 1− t t 0

0 1 0 0

0 0 0 In−i−1

 (14)

a. Calculer l'inverse de la matrice

U =

 1− t t

1 0

 (15)

Corrigé :

On obtient facilement

U−1 =

 0 1

t−1 1− t−1



b. Montrer que Ui est inversible et donner cette inverse. Commenter

Corrigé :

Les matrices Ui sont bloc-diagonales, donc

Ui =


Ii−1 0 0

0 U 0

0 0 In−i−1
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on en déduit que

U−1i =


Ii−1 0 0

0 U−1 0

0 0 In−i−1


qui est bien une matrice n× n à coe�cients dans Λ.

c. Comparer les produits UiUj et UiUj pour |i− j| ≥ 2.

Corrigé :

La structure bloc-diagonale des matrices Ui et Uj permet immédiatement de véri�er que

UiUj = UiUj .

d. Comparer les produits UiUi+1Ui et Ui+1UiUi+1.

Corrigé :

On établit facilement que UiUi+1Ui = Ui+1UiUi+1. Il su�t de le véri�er dans le cas n = 3

(les bloc identités de taille supérieure ne jouant aucun rôle algébrique). On véri�e que

U1U2U1 =


1− t t 0

1 0 0

0 0 1




1 0 0

0 1− t t

0 1 0




1− t t 0

1 0 0

0 0 1



=


1− t t(1− t) t2

1− t t 0

1 0 0



=


1 0 0

0 1− t t

0 1 0




1− t t 0

1 0 0

0 0 1




1 0 0

0 1− t t

0 1 0

 = U2U1U2 .
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e. En déduire �nalement qu'il existe un unique morphisme

Ψn : Bn → Aut(Λn) (16)

σi 7→ Ui .

Comment s'appelle un tel morphisme ?

Corrigé :

Ceci découle immédiatement des questions précédentes. Ce morphisme est par dé�nition une

représentation de Bn sur Aut(Λn).

f. Que se passe-t-il dans la limite t = 1? Justi�er le fait que la représentation de Burau

puisse être considérée comme une déformation de la représentation usuelle de dimension n

du groupe symétrique.

Corrigé :

Pour t = 1, les matrices Ui constituent une représentation canonique du groupe symétrique,

puisqu'on a alors U−1i = Ui. Ceci justi�e l'appellation de la représentation de Burau comme

une déformation d'une représentation du groupe symétrique.

10. Représentation réduite de Burau

Soit n ∈ N tel que n > 2.

On introduit n− 1 matrices V1, · · · , Vn−1 de dimensions (n− 1)× (n− 1) dé�nies par

V1 =


−t 0 0

1 1 0

0 0 In−3

 , Vn−1 =


In−3 0 0

0 1 t

0 0 −t
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et, ∀i tel que 1 < i < n− 1 ,

Vi =



Ii−2 0 0 0 0

0 1 t 0 0

0 0 −t 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 0 In−i−2


.

On dé�nit également la matrice C :

C =



1 1 · · · 1 1 1

0 1 · · · 1 1 1

0 0
. . .

...
...

...

0 0 0 1 1 1
...

...
... 0 1 1

0 0 0 0 0 1


.

Finalement, on introduit des matrices lignes de longueur n− 1, dé�nies par

∀i 6= n− 1 , Xi = (0, · · · , 0) ,

Xn−1 = (0, · · · , 0, 1).

On pose

Wi =

 Vi 0

Xi 1

 .

a. Calculer UiC et CWi.

Corrigé :

On obtient facilement

UiC =



1 1 · · · 1 1 1

0 1 · · · 1 1 1

0 0
. . .

...
...

...

0 0 0 1− t 1 1
...

...
... 1 1 1

0 0 0 0 0 1


= CWi .
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b. En déduire que

C−1UiC =

 Vi 0

Xi 1

 . (17)

c. Montrer que C−1UiC possède un sous-espace invariant de dimension 1.

Corrigé :

Ceci est immédiat d'après l'écriture précédente.

d. Pourquoi le fait de considérer le quotient de Λn par ce sous-espace invariant permet-il

d'obtenir des représentations de Bn de dimension n−1 ? Quelle est la matrice représentative

de cette nouvelle représentation ?

Corrigé :

Sur l'espace vectoriel Λn (donc abélien pour l'addition), on peut quotienter par un sous-

espace vectoriel, et obtenir ainsi un groupe quotient. La matrice bloc correspondante dé�nit

la matrice de cette représentation, ici Vi :

pour n > 2, Ψr
n : Bn → Aut(Λn−1)

σi 7→ Ψr
n(σi) = Vi ,

et

pour n = 2, Ψr
2 : B2 → Aut(Λ1)

σ1 7→ Ψr
2(σ1) = −t .

Note :

La représentation de Burau est �dèle pour n ≤ 3 et non �dèle pour n ≥ 5. Le caractère �dèle

ou non du cas n = 4 est actuellement un problème ouvert en mathématiques...
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