
M2/CFP/Par
ours de Physique ThéoriqueInvarian
es en physique et théorie des groupesReprésentation de dimension in�nie d'un groupe1. On 
onsidère une fon
tion f(x) d'une variable réelle x, appelée �
oordonnée". Par
hangement de la 
oordonnée x 7→ x′, on suppose que f se transforme selon f 7→ f ′,ave
 f ′ dé�nie par
f ′(x′) = f(x)a) Justi�er l'appellation �fon
tion s
alaire" pour fb) Si x 7→ x′ est une variation in�nitésimale : x′ = x + ǫ(x), 
al
uler la variation

δf(x) = f ′(x) − f(x) au premier ordre en ǫ et montrer qu'elle s'exprime 
ommel'a
tion d'un opérateur di�érentiel sur f(x).
) 1er 
as parti
ulier x′ = x + δa : interprétation géométrique ? forme de δf ?d) 2ème 
as parti
ulier x′ = x(1 + δb) : interprétation géométrique ? forme de δf ?e) 3ème 
as parti
ulier x′ = x + x2δc : forme de δf ?2. On 
onsidère maintenant les trois opérateurs di�érentiels
A =

d

dx
(1)

B = x
d

dx
(2)

C = x2
d

dx
(3)a) Cal
uler les relations de 
ommutation de A, B, C.b) Qu'évoquent pour vous 
es relations ?
) Quelle est l'interprétation géométrique de B ?d) Les opérateurs A, B, C forment-ils une algèbre de Lie ?e) Est-elle semi-simple ? Comment le voir ?f) Est-elle 
ompa
te ? Comment le voir ? 1



g) Quel est l'opérateur de Casimir ?h) Que peut-on dire de 
et opérateur de Casimir dans une représentation irrédu
tiblede l'algèbre ?3. Reprendre la question 2 dans le 
as où l'on rempla
e les opérateurs A,B,C parles opérateurs
A′ =

d

dx
= A (4)

B′ = x
d

dx
− j (5)

C ′ = x2
d

dx
− 2jx (6)
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