
M2/CFP/Par
ours de Physique Théorique

Invarian
es en physique et théorie des groupes

Mesure de Haar

1 Métrique, mesure d'intégration et Lapla
ien sur

une variété

1) Soit un sous-groupe G de GL(n, IR), et g une matri
e dé�nissant une métrique

sur la variété de 
e groupe, i.e. ‖ X ‖2= tX gX. Donner la 
ondition que doit

satisfaire 
ette matri
e g pour que la norme ainsi dé�nie soit invariante sous les

transformations de 
oordonnées X → T X = X̃ 
odées par les éléments T de G.

2) En déduire que la mesure invariante pour le volume est

√
detGdnX.

3) On reprend les questions pré
édentes en notations tensorielles. Sur une variété,


onsidérons don
 une métrique g, 
'est-à-dire dans un 
ertain 
hoix de 
oordonnées

(xi
) un tenseur gij . L'élément de longueur 
arrée est alors ds2 = gijdx

idxj
.

a) Montrer que gij se transforme 
omme un tenseur 
ovariant de façon à

préserver ds2.

b) Traduire en langage matri
iel la relation de transformation du tenseur gij et

retrouver le résultat de la question 1).


) On dé�nit g = det(gij), qui n'est pas invariant par 
hangement de 
oordonnées.

E
rire la mesure invariante pour le volume dans le système de 
oordonnées xi.

4) Lapla
ien sur une variété

On pose gij = (g−1)ij .

a) Comment se tranforme le tenseur gij
sous 
hangement de 
oordonnées ?

b) Montrer que le lapla
ien ∆ dé�ni par

∆ =
1√
g

∂

∂xi
gij√g ∂

∂xj
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est tel que la relation

∫
dµ(x)

∂f(x)

∂xi
gij ∂h(x)

∂xj
=

∫
dµ(x)f(x)(−∆)h(x)

est invariante par 
hangement de 
oordonnées, pour tout 
ouple de fon
tions sur la

variété de 
arré intégrable et dé
roissante su�samment rapidement au bord.

5) Lapla
ien sur IRn

On pose ρ2 = x2
1 + · · · + x2

n. Montrer que

∆IRn =
∂2

∂ρ2
+
n− 1

ρ

∂

∂ρ
+

1

ρ2
∆Sphère Sn−1

6) Mesure sur Sn.

a) Un ve
teur de la sphère S1
d'angle polaire φ1 s'é
rit en 
oordonnées 
artési-

ennes

~n1 = cosφ1 ~u1 + sinφ1 ~u2.

De même un ve
teur de la sphère S2
repéré par ses 
oordonnées sphériques φ1, φ2

s'é
rit

~n2 = cosφ2 ~u3 + sinφ2 ~n1 ,

où ~u3 est normal au plan (~u1, ~u2). Généraliser 
ette 
onstru
tion naturelle pour

obtenir les 
oordonnées sphériques sur la sphère Sn.

b) En déduire l'expression de la métrique en 
oordonnées sphériques sur la sphère

Sn.


) Exprimer la mesure de l'aire sur la sphère Sn.

d) Montrer que la surfa
e de la sphère Sn−1
vaut

Sn =
2πn/2

Γ(n/2)
. (1)

On utilisera l'astu
e qui permet de 
al
uler l'intégrale gaussienne

∫ +∞
−∞ e−x2

dx par

passage aux 
oordonnées polaires, que l'on généralisera à l'intégrale

∫ +∞
−∞ e−x2

dnx .

Ce résultat est extrêmement utile en régularisation dimensionnelle en théorie quan-

tique des 
hamps (n peut alors être non entier).

e) Retrouver les valeurs 
lassiques de Sn et 
omparer ave
 le résultat déduit de

6-
).
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2 Mesure sur le groupe SU(2)

7) Le groupe SU(2) est isomorphe à la sphère S3. La mesure de Haar sur SU(2),

groupe 
ompa
t, est unique à un fa
teur près.

a) En déduire que la mesure sur SU(2) (normalisée à 
elle sur S3
) s'é
rit

dµ(U) =
1

2
sin2 ψ

2
sin θ dψ dθ dφ , (2)

(θ, φ) étant les angles polaires du ve
teur unitaire ~n de S2
qui 
ara
térise l'axe de

la rotation 
orrespondante, et ψ l'angle de 
ette rotation.

b) Véri�er la normalisation de la mesure pré
édente.

8) Angles d'Euler

On reprend la question 7), 
ette fois dans la paramétrisation donnée par les angles

d'Euler, dont on rappelle l'expression en termes des éléments du groupe SU(2) :

U(α, β, γ) = U(α, z)U(β, y)U(γ, z) . (3)

a) Justi�er pré
isément le fait que SU(2) est en bije
tion ave
 le 
ube de IR3

orre-

spondant à (α, β, γ) ∈ [0, 2π] × [0, π] × [0, 4π] . Il sera utile de résoudre l'équation

U(α, β, γ) = U(α′, β ′, γ′).

b) Montrer que l'équation U(α, β, γ) = −U(α′, β ′, γ′) possède une solution unique

sur [0, 2π]× [0, π]× [0, 4π], que l'on pré
isera. En déduire que SO(3) est en bije
tion

ave
 le 
ube de IR3

orrespondant à (α, β, γ) ∈ [0, 2π] × [0, π] × [0, 2π] .


) Trouver un ensemble de relations entre les variables (φ, θ, ψ) et (α, β, γ).

d) Cal
uler la matri
e ja
obienne

∂(α, β, γ)

∂(φ, θ, ψ)
.

e) En déduire que la métrique sur S3
dans les variables (α, β, γ) s'é
rit

1

4




1 0 cosβ

0 1 0

cosβ 0 1



. (4)

3



f) Montrer que la mesure sur le groupe SU(2) s'é
rit

dµ(U) =
1

8
sin β dα dβ dγ . (5)

9) Métrique invariante sur le groupe.

On se propose de retrouver les résultats pré
édents en partant dire
tement d'une

métrique invariante sur le groupe.

a) Montrer que

ds2 =
1

2
tr dU dU †

(6)

dé�nit une distan
e invariante à droite, à gau
he et sous inversion.

b) Dans la paramétrisation usuelle de la question 6)d) en termes de (~n(θ, φ) et

ψ, exprimer l'élément de longueur invariante ds2.


) En déduire l'expression de la mesure 
orrespondante sur le groupe SU(2).

Comparer au résultat (2).

d) Reprendre les deux questions pré
édentes dans la paramétrisation des angles

d'Euler.

3 Mesure sur le groupe U(n)

10) Toute matri
e unitaire U ∈ U(n) peut se diagonaliser sous la forme

U = V Λ V † , (7)

où Λ = diag(λ1, · · · , λn).

a) Montrer que les valeurs propres λj sont des phases que l'on é
rira dans la suite

sous la forme λj = eiαj .

b) Pour Λ �xé, déterminer l'ensemble des matri
es 
ommutant ave
 Λ.


) On 
her
he à 
oder U(n). Les λj étant �xés (partie "radiale"), on doit ensuite


oder la partie "angulaire". Montrer que les matri
es V par
ourent U(n)/U(1)n.

11) Considérons la métrique naturelle sur le groupe, dé�nie par tr(dU dU †). Elle est

invariante à droite, à gau
he, et sous inversion.
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a) Montrer que

dU = V (dΛ + [dX,Λ])V † , (8)

où dX = V † dV . Montrer que dX est antihermitienne et sans termes diagonaux.

b) En déduire que 
ette métrique s'é
rit

tr(dU dU †) =
∑

i

|dαi|2 + 2
∑

i<j

|dXij|2|λi − λj|2 . (9)


) Donner l'expression du tenseur métrique gα,β dans les 
oordonnées ξα =

(αi, ReXij , ImXij).

d) En déduire que la mesure d'intégration s'é
rit

dµ(U) = const.|∆(eiα)|2
∏
dαi dµ(V ) , (10)

où

∆(λ) =
∏

i<j

(λi − λj)

(déterminant de Vandermonde), et véri�er que

|∆(eiα)|2 = const.
∏

i<j

sin2

(
αi − αj

2

)
. (11)
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